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Рассматривается одна линейная дискретная задача оптимального управления с 
линейным критерием качества. Доказано необходимое и достаточное условие опти-
мальности в форме дискретного условия максимума. 
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В работах [1-3] получены необходимые условия оптимальности 
первого порядка и выведены необходимые условия оптимальности второ-
го порядка в одной дискретной задаче оптимального управления. 

В настоящей работе подобная задача исследуется в линейном слу-
чае с линейным критерием качества. Доказано необходимое и достаточ-
ное условие оптимальности в форме дискретного принципа максимума 
[4-9]. В случае нелинейного, выпуклого функционала качества доказано 
достаточное условие оптимальности. 

Постановка задачи. Пусть управляемый процесс описывается 
следующей системой линейных разностных уравнений 

( ) ( ) ( ) ( )( )xtuxtfxtzxtAxtz ,,,,,,1 +=+ , 
1...,,1, 100 −+= tttt ,    100 ...,,1, xxxx +=                            (1) 

с начальным условием 
( ) ( )xyxtz =,0 , 100 ...,,1, xxxx += .                                 (2) 

Здесь ( )xtA ,  – заданная ( )nn×  дискретная матричная функция, 

1010 ,,, xxtt  – заданные числа, причем разности 01 tt −  и 01 xx −  есть нату-
ральные числа, ( )xtu ,  – r -мерная дискретная управляющая вектор-функция 
со значениями из заданного непустого и ограниченного множества U , т.е.  

( ) rRUxtu ⊂∈, , 1,...,1, 100 −+= tttt , 100 ,...,1, xxxx += ,             (3) 
( )uxtf ,,  – заданная непрерывная по u , при каждом ( )xt, , n -мерная 

вектор-функция, ( )xy  – n -мерная начальная вектор-функция, являющаяся 
решением задачи 
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( ) ( ) ( ) ( )( )xvxgxyxBxy ,1 +=+ ,   1...,,1, 100 −+ xxx ,                  (4) 
                                             ( ) 00 yxy = , 

где ( )xB  – заданная ( )nn×  дискретная матричная функция, 0y  – задан-
ный постоянный вектор, ( )vxg ,  –заданная r -мерная непрерывная по v  
при каждом x  вектор-функция, а ( )xv  q -мерная управляющая вектор-
функция со значениями из заданного непустого, ограниченного множест-
ва qRV ⊂ , т.е. 

( ) 1,...,1,, 100 −+=⊂∈ xxxxRVxv q .                            (5) 
Пару ( ) ( )( )xvxtu ,,  с вышеприведенными условиями назовем допусти-

мым управлением. 
На решениях системы (1)-(4) порожденных всевозможными допус-

тимыми управлениями, определим линейный функционал 

( ) ( ) ( ) ( )1

1

1

1

0

,, xydxtzxcvuS
x

xx

′+′= ∑
−

=

.                                    (6) 

Здесь ( )xc , d  заданные n -мерные дискретная и постоянная век-
тор-функции, соответственно. 

Рассмотрим задачу о минимуме функционала (6) при ограничениях 
(1)-(5). 

Допустимое управление ( ) ( )( )xvxtu οο ,, , доставляющее минимум 
функционалу (6) при ограничениях (1)-(5), назовем оптимальным управ-
лением, а соответствующий процесс ( ) ( ) ( ) ( )( )xyxtzxvxtu οοοο ,,,,,  опти-
мальным процессом. 

Формула приращения критерия качества и условие оптималь-
ности. Пусть ( ) ( ) ( ) ( )( )xyxtzxvxtu οοοο ,,,,,  – фиксированный допустимый 
процесс. Через  ( ) ( ) ( )( ( ) ( ) ( ),,,,, xvxvxvxtuxtuxtu ∆+=∆+= οο  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ))xyxyxyxtzxtzxtz ∆+=∆+= οο ,,,,  обозначим произвольный процесс. 

Тогда приращение критерия качества (6) можно записать в виде 

( ) ( ) ( ) ( )1

1

1

1

0

,, xydxtzxcvuS
x

xx
∆′+∆′=∆ ∑

−

=

οο .                            (7) 

Ясно, что приращение ( ) ( )( )xyxtz ∆∆ ,,  состояния ( ) ( )( )xyxtz οο ,,  
рассматриваемой системы является решением задачи 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )[ ]xtuxtfxtuxtfxtzxtAxtz ,,,,,,,,,1 ο−+∆=+∆ ,           (8) 
( ) ( )xyxtz ∆=∆ ,0 ,                                                 (9) 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )[ ]xvxgxvxgxyxBxy ο,,1 −+∆=+∆ ,                       (10) 
( ) 00 =∆ xy .                                                      (11) 
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Решения задач (8)-(9) и (10)-(11) допускают, соответственно, сле-
дующие представления 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )[ ] ( ) ( )xyxttFxuxfxuxfxtFxtz
t

t
∆−+−=∆ ∑

−

=

,1,,,,,,,;,, 0

1

0τ

ο τττττ , (12) 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )[ ]∑
−

=

−Φ=∆
1

0

,,,
x

xs
svsgsvsgsxxy ο .                             (13) 

Здесь ( )xtF ;,τ , ( )sx,Φ  ( )nn×  матричные функции, являющиеся 
решениями задач 

                        ( ) ( ) ( )xAxtFxtF ,;,;1, τττ =− , 
( ) ExttF =− ,1, ,                                            (14) 

                           ( ) ( ) ( )sBsxsx ,1, Φ=−Φ , 
            ( ) Ess =−Φ 1, ,                                               (15) 

                    ( E  ( )nn×  единичная матрица). 
Из (12), (13) ясно, что 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )[ ] ( ) ( )∑
−

=

∆−+−=∆
1

0111

1

0

,1,,,,,,,;,,
t

tt
xyxttFxtuxtfxtuxtfxttFxtz ο , (16) 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )[ ]∑
−

=

−Φ=∆
1

11

1

0

,,,
x

xx
xvxgxvxgxxxy ο .                              (17) 

Принимая во внимание представления (13) в представлении (16), 
будем иметь  

( ) ( ) ( )( ) ( )( )[ ]

( ) ( ) ( )( ) ( )( )[ ].,,,,1,

,,,,,,;,,

1

01

1

11

0

1

0

∑

∑
−

=

−

=

−Φ−+

+−=∆

x

xs

t

tt

svsgsvsgsxxttF

xtuxtfxtuxtfxttFxtz

ο

ο

                  (18) 

Учитывая в формуле приращения (7) представления (17) и (18), 
получим 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )[ ]

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )[ ]

( ) ( )( ) ( )( )[ ]

( ) ( ) ( )( ) ( )( )[ ]+−′=

=−Φ′+

+−Φ−′+

+−′=∆

∑∑

∑

∑∑

∑∑

−

=

−

=

−

=

−

=

−

=

−

=

−

=

1 1

1

1

1

1 1

01

1 1

1

1

0

1

0

1

0

1

0 0

1

0

1

0

,,,,,,;,

,,,

,,,,1,

,,,,,,;,,

t

tt

x

xx

x

xx

x

xx

x

xs

t

tt

x

xx

xtuxtfxtuxtfxttFxc

xvxgxvxgxxd

svsgsvsgsxxttFxc

xtuxtfxtuxtfxttFxcvuS

ο

ο

ο

οοο
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( ) ( )( ) ( )( )[ ]

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )[ ]

( ) ( ) ( )( ) ( )( )[ ]

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )[ ].,,,,1,,

,,,,,,;,

,,,,1,

,,,

1 1

1
011

1 1

1

1 1

1
01

1

1

1

0

1

1

0

1

0

1

0

1

1

0

∑ ∑

∑∑

∑ ∑

∑

−

=

−

+=

−

=

−

=

−

=

−

+=

−

=

−







Φ−′+Φ′+

+−′=

=−Φ−′+

+−Φ′+

x

xx

x

xs

t

tt

x

xx

x

xx

x

xs

x

xx

xvxgxvxgxssttFscxxd

xtuxtfxtuxtfxttFxc

xvxgxvxgxssttFsc

xvxgxvxgxxd

ο

ο

ο

ο

(19) 

Положим 
( ) ( ) ( )xcxttFxtp ;,, 1′−=ο ,                                        (20) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )







−′Φ′+Φ′−= ∑

−

+=

1

1
011

1

,1,,,
x

xs
scsttFxsdxxxqο ,                  (21) 

                          ( ) ( )uxtfppuxtH ,,,,, οο = , 
                              ( ) ( )vxgqqvxM ,,, οο = . 
Тогда формула (19) для приращения критерия качества принимает вид 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ]

( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ].,,,,

,,,,,,,,,,,

1

1 1

1

0

1

0

1

0

∑

∑∑
−

=

−

=

−

=

−−

−−−=∆

x

xx

t

tt

x

xx

xqxvxgxqxvxg

xtpxtuxtHxtpxtuxtHvuS

οοο

οοοοο

  (22) 

Используя (20), (21) получим уравнения для определения ( )xtp ,ο , 
( )xqο . 

С учетом (14), (15) из (20), (21) получаем, что 
                  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xtpxtAxcxttFxtAxtp ,,;1,,,1 1

οο ′=−′′−=− , 
                                            ( ) ( )xcxtp −=− ,11

ο . 
Далее  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[
( ) ( ) ( ) =




−′−Φ′+

+−′−Φ′+Φ′′−=

=







−′−Φ′+−Φ′−=−

∑

∑

−

+=

−

=

1

1
01

011

1

011

1

1

,1,1,

,1,1,,

,1,1,1,1

x

xs

x

xs

scsttFxs

xcxttFxxdxxxB

scsttFxsdxxxqο
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).,1,1,

,1,,1,,,

001

01

1

1
011

1

xtpxqxBxcxttFxqxB

xcxttFscsttFxsxBdxxxB
x

xs

−+′=−′−′=

=







−′+−′Φ′′+Φ′′−= ∑

−

+=

ο

 
Наконец,                                         
                                           ( ) dxq −=−11

ο . 
Таким образом, доказали, что ( )xtp ,ο  и ( )xqο  определяемые фор-

мулами (20), (21) являются решениями, соответственно, следующих задач 
( ) ( ) ( )xtpxtAxtp ,,,1 οο ′=− ,                                 (23) 

( ) ( )xcxtp −=− ,11
ο ,                                       (24) 

( ) ( ) ( ) ( )xtpxqxBxq ,11 0 −−′=− οοο ,                         (25) 
( ) dxq −=−11

ο .                                             (26) 
Систему уравнений (23)-(26) назовем сопряженной системой в 

рассматриваемой задаче оптимального управления. 
Имеет место 
Теорема 1. Для оптимальности допустимого управления 

( ) ( )( )xvxtu οο ,,  в задаче (1)-(6) необходимо и достаточно, чтобы выполня-
лись соотношения 

( ) ( )( ) ( )( )ξθξθξθξθξθ οοο ,,,,max,,,,, puHpuH
Uu∈

= , 

 для всех ( ) XT ×∈ξθ ,  { } { }( )1,...,1,;1,...,1, 100100 −+=−+= xxxXtttT , (27) 
( ) ( )( ) ( )( )ξξξξξ οοο pvMpvM

Vv
,,max,,

∈
=   для всех X∈ξ .           (28) 

Теорема 1 представляет собой аналог дискретного условия макси-
мума и доказывается по схеме аналогичной из [7]. 

4. Достаточное условие оптимальности. Предположим, что тре-
буется минимизировать нелинейный функционал 

( ) ( )( ) ( )( )12

1

11

1

0

,,, xyxtzxvuS
x

xx
ϕϕ += ∑

−

=

                            (29) 

при ограничениях (1)-(4). 
Здесь ( )zx,1ϕ  заданная скалярная выпуклая и непрерывно диффе-

ренцируемая по z  при всех x  скалярная функция, ( )y2ϕ  – заданная не-
прерывно дифференцируемая и выпуклая скалярная функция.  

Используя формулу Тейлора приращение функционала (29), соот-
ветствующее допустимым процессам ( ) ( ) ( ) ( )( )xtzxyxvxtu ,,,,, οοοο  и  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ( ) =∆+=∆+=∆+= xtzxyxyxyxvxvxvxtuxtuxtu ,,,,,,, οοο  
( ) ( ))xtzxtz ,, ∆+= ο , записывается в виде 
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( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) .,

,,,,

12

1

11

1
12

1

1
11

1

0

1

0

xyxtz

xy
y

xyxtz
z

xtzxvuS

x

xx

x

xx

∆+∆+

+∆
∂
′∂

+∆
∂

′∂
=∆

∑

∑
−

=

−

=

οο

ϕϕοο

         (30) 

Введем функции Гамильтона-Понтрягина 

                               ( ) ( )uxtfppuxtH ,,,,, οο = , 
                                ( ) ( )vxgpqvxM ,,, οο = , 

где ( )xtpp ,ο=  и ( )xqq ο=  являются решениями, соответственно, сле-
дующих задач 

( ) ( ) ( )xtpxtAxtp ,,,1 οο ′=− ,                                 (31) 

                            ( ) ( )( )
z

xtzxxtp
∂

∂
−=−

,,,1 11
1

ϕο ,                             

( ) ( ) ( ) ( )xtpxqxBxq ,11 1 −+′=− οοο ,                             (32) 

                               ( ) ( )( )
y

xyxq
∂

∂
−=− 12

1 1
ο

ο ϕ .   

С учетом введенных обозначений и сопряженную систему (31), 
(32) по схеме аналогичной схеме из п3, формула приращения (30) функ-
ционала (29) представляется в виде 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ]

( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ] ( )( ) ( )( ).,,,,,

,,,,,,,,,,,

12

1

11

1

1 1

1

0

1

0

1

0

1

0

xyxtzxqxvxMxqxvxM

xtpxtuxtHxtpxtuxtHvuS

x

xx

x

xx

t

tt

x

xx

∆+∆+−−

−−−=∆

∑∑

∑∑
−

=

−

=

−

=

−

=

οοοοο

οοοοο

(33) 

В силу выпуклости функций ( )zx,1ϕ , ( )y2ϕ  ясно, что 
( )( ) ( )( ) 0,, 1211 ≥∆∆ xyxtz οο .  
При помощи формулы приращения (33) доказывается 
Теорема 2. Если скалярные функции ( )zx,1ϕ  и ( )y2ϕ  непрерывно 

дифференцируемы и выпуклы по z  и y  соответственно, то для опти-
мальности допустимого управления ( ) ( )( )xvxtu οο ,,  в задаче (1)-(5), (29) 
достаточно, чтобы выполнялись соотношения 

            ( ) ( )( ) ( )( )xtpuxtHxtpxtuxtH
Uu

,,,,max,,,,, οοο

∈
=  

для всех ( ) XTxt ×∈, , 
              ( ) ( )( ) ( )( )xqvxMxqxvxM

Vv

οοο ,,max,,
∈

=  

для всех Xx∈ . 
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BİR DİSKRET XƏTTİ OPTİMAL İDARƏETMƏ MƏSƏLƏSİ HAQQINDA 

 
E.A.QARAYEVA 

 
XÜLASƏ 

 
Məqalədə bir sinif xətti optimal idarəetmə məsələsinə baxılır. Pontryaginin maksimum 

prinsipi formasında optimallıq üçün zəruri və kafi şərt alınmışdır. Funksionalın qeyri-xətti 
olduğu bir halda optimallıq üçün kafi şərt isbat olunmuşdur. 

 
Açar sözlər: xətti diskret optimal idarəetmə məsələsi, optimallıq üçün zəruri və kafi 

şərt, diskret maksimum şərti  
 

ON ONE LINEAR DISCRETE OPTIMAL CONTROL PROBLEM 
 

E.A.GARAYEVA 
 

SUMMARY 
 
The paper considers one linear optimal control problem. Necessary and sufficient 

conditions for optimality in the form of Pontryagin’s maximum principle are obtained. The 
sifficient condition of optimality is proved for the nonlinear functional. 

 
Key words: linear discrete optimal control problem, necessary and sufficient 

conditions for optimality, discrete maximum condition. 
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